Pendulul gravitațional
 Modelul pendulului gravitațional 
      Considerăm că formăm un sistem dintr-un fir inextensibil și de masă neglijabilă de care este atârnat un corp de mici dimensiuni dar cu masa m (mult mai mare decât a firului). În absența forțelor de rezistență la mișcare prin aer și în absența altor pierderi de energie prin frecare sistemul este un model de oscilator numit pendul gravitațional ideal.
Forța care readuce pendulul spre poziția de echilibru

[image: ]Poziția de echilibru a pendulului este cea verticală. Dacă pendulul este scos din poziția de echilibru (ca în desen) componenta tangențială a greutății Gt readuce corpul spre poziția de echilibru. Mișcarea corpului se face pe un arc de cerc de rază egală cu lungimea l a firului.
Modulul greutății tangențiale pentru unghiul θ (elongația unghiulară) este . Dacă exprimăm unghiul θ în radiani în funcție de lungimea arcului de cerc (coordonata curbilinie – notată pe desen cu x) atunci avem relația . Coarda OP ( considerată elogație liniară) diferă ca lungime de lungimea arcului de cerc x. Dacă luăm în considerare că orietarea componentei tangențiale a greutății este în sensul micșorării elongației unghiulare θ și liniare x putem exprima forța care readuce pendulul spre poziția de echilibru prin expresia
     
În condiții de oscilații cu amplitudini unghiulare mari, peste 5o forța F nu este proporțională cu x coordonata curbilinie și nici cu lungimea coardei OP deoarece  nu este proporțional cu x. 
Concluzie:  forța care readuce pendulul spre poziția de echilibru nu este de tip elastic, iar pendulul nu este un oscilator liniar armonic.
Condițiile de izocronism ale pendulului gravitațional
Dacă amplitudinea unghiulară a pendulului nu depășește 5o 
( și în aceste condiții sunt îndeplinite relațiile                        ,
atunci forța care readuce corpul spre poziția de echilibru poate fi scrisă sub forma
    
poate fi identificată ca forță de tip elastic și ca expresie, dar și ca orientare (pentru amplitudini unghiulare θ mici forța este practic orizontală, coarda OP devine practic orizontală și poate fi considerată elongație liniară și forța și elogația sunt proporționale și practic coliniare).
Putem nota mărimea    și poate fi considerată constanta elastică echivalentă a acestui sistem care poate fi considerat în acest caz oscilator liniar armonic. Comparând expresia lui k determinat cu expresia  (de la oscilatorul liniar armonic) determinăm     , pulsația pendulului gravitațional
    , frecvența pendulului și   , perioada pendulului gravitațional și condiții de mici oscilații.
Se observă că mărimile proprii ale pendulului pulsația, frecvența și perioada micilor oscilații sunt independente de masa pendulului și de amplitudinea unghiulară.
 Condiția de mici oscilații a pendulului gravitațional se mai numește și condiție de izocronism (izo = același, cronos = timp) adică perioada de oscilație a pendulului în condiții de mici oscilații este o constantă și are expresia 
  .

Factorii care influențează perioada pendulului gravitațional
a) Perioada pendulului într-un anumit loc (g constant) depinde de lungimea pendulului „l”.
Pendulul de lungime mai mare oscilează mai lent decât cel de lungime mai mică.
b) Perioada unui pendul de o anumită lungime „l” depinde de accelerația gravitațională a locului „g”. Accelerația gravitațională depinde de altitudine, de latitudine.
c) Dependența perioadei pendulului de altitudine (considerăm neglijabilă rotația Pământului)
Din legea atracției gravitaționale aplicată pentru sistemul corp (de masă m) – Pământ (de masă M și rază R)  considerând greutatea, din definiție și ca forță de atracție gravitațională    rezultă accelerația gravitațională la nivelul „zero”  este    și perioada pendulului la nivelul mării considerat nivel zero este 
  .
Accelerația gravitațională la o anumită altitudine „h” față de nuvelul zero este . Dacă exprimăm accelerația gravitațională al o anumită altitudine h în funcție de accelerația gravitațională  de la altitudinea zero obținem     iar perioada pendulului  . Dacă exprimăm perioada pendulului la o anumită altitudine în funcție de perioada pendulului la altitudinea zero obținem relația
 
Perioada pendulului gravitațional depinde liniar de altitudinea h.
d) Perioada pendulului gravitațional într-un loc dat depinde de lungimea pendulului. Dacă firul pendulului este metalic lungimea firului pendulului poate fi influențată de temperatură prin fenomenul de dilatare termică.
Lungimea firului depinde de temperatură după legea dilatării termice liniare

În formulă lo este lungimea firului la to = 0oC, l este lungimea pendulului la temperatura t și α este coeficientul de dilatare termică a firului. α este o constantă de material și se măsoară în grad-1.
Dacă la 0oC perioada pendulului este    iar la temperatura t perioada este                                                     .
Deoarece în situații practice produsul α·t este foarte mic în raport cu 1 ,  folosind aproximația de ordinul 1 în dezvoltarea ce urmează , dacă               se obține 
 .

Pendulul în sistem de referință neinerțial
  Perioada pendulului gravitațional depinde de accelerația gravitațională a locului. În tot ceea ce am prezentat până acum am considerat sistemul de referință legat de un punct de pe Pământ un bun sistem de referință inerțial deoarece rotația Pământului este foarte lentă. Vom demonstra la un moment dat care este influența rotației Pământului asupra mișcării pendulului.
Sistem de referință inerțial(SRI). Sistem de referință neinerțial(SRN). Forța de inerție( )
   Sistemul de referință inerțial este sistemul de referință în care se respectă principiul inerției.
În acest sistem de referință asupra corpului acționează numai forțe reale, de interacțiune.
   Sistemul de referință neinerțial este sistemul de referință în care nu se respectă principiul inerției. 
Asupra corpului acționează în SRN o forță de inerție  . 
      În acest context un pendul aflat în câmp gravitațional și într-un sistem de referință neinerțial va fi supus unui „câmp gravitațional rezultant” rezultat din suprapunerea câmpului gravitațional al Pământului (de interacțiune) cu câmpul complementar al forțelor de inerție. Pendulul este supus în acest context unei forțe de greutate aparentă, rezultată din compunerea greutății reale (ca forță de interacțiune cu Pământul) cu forța de inerție. 
     Greutatea aparentă este   unde   sau  este accelerația gravitațională aparentă sau relativă față de SRN în care se află pendulul gravitațional. Forța de inerție în SRN asupra pendulului este dată de   unde  este accelerația SRN față de SRI (sau accelerația de transport a sistemului de referință accelerat față de SRI, SRN în care se află pendulul gravitațional).   Expresia   este aceea pe care o dăm greutății aparente (în mod asemănător cu expresia greutății reale). 
        Dacă exprimăm    și   și le înlocuim în   se observă că accelerația gravitațională aparentă o putem exprima și    ca diferența vectorială dintre accelerația gravitațională datorată atracției gravitaționale reale și accelerația de transport cu care SRN transportă pendulul.  „Noul câmp gravitațional rezultant” are liniile de câmp (verticalele locului) pe direcția și în sensul greutății aparente.
Revenim la perioada pendulului gravitațional în SRI  dată de relația     .
În mod analog în SRN perioada pendulului am putea-o exprima   .
Cazuri particulare (desenele sunt în notițele de la clasă).
         1. Pendulul gravitațional în liftul aflat în mișcare cu accelerația    verticală în sus. Atunci forța de inerție este verticală în jos și împreună cu greutatea determină o greutate aparentă mai mare în modul decât greutatea reală 
  atunci accelerația gravitațională aparentă este   iar perioada pendulului devine   . Câmpul gravitațional aparent devine mai intens decât cel real și pendulul grăbește.
        2. Pendulul gravitațional în liftul aflat în mișcare cu accelerația    verticală în jos. Atunci forța de inerție este verticală în sus. Aici se pot realiza mai multe situații în funcție de relația dintre modulul accelerației gravitaționale reale  și modulul accelerației liftului  .  Greutatea aparentă este   atunci accelerația gravitațională aparentă este   iar perioada pendulului devine   . Câmpul gravitațional aparent rămâne vertical. 
Să luăm cazurile:
 2a) Pendulul se află în liftul care se mișcă cu accelerația  în jos. Accelerația gravitațională aparentă  este   
 și este orientată în jos. Câmpul gravitațional aparent este orientat în jos dar este mai puțin intens. Perioada pendulului devine    . Pendulul devine mai lent decât în SRI.
2b) Pendulul se află în liftul care se mișcă cu accelerația  în jos. Accelerația gravitațională este   
 și este orientată în sus. Câmpul gravitațional aparent este orientat în sus . Perioada pendulului devine    . Pendulul trebuie legat de podea care devine noul tavan iar tavanul devine  noua podea. 
2c) Un caz deosebit este acela în care liftul se mișcă cu accelerația  în jos. Accelerația gravitațională aparentă este   . Greutatea aparentă devine zero. În SRN corpurile sunt în imponderabilitate. Pendulul nu mai sesizează nici un câmp gravitațional și nu mai oscilează. Perioada pendulului devine infinită.
    Se observă că un câmp de forțe de inerție se poate compune cu un câmp gravitațional , poate compensa un câmp gravitațional sau chiar poate substitui un câmp gravitațional. Astfel în absența unui câmp gravitațional real un câmp de forțe de inerție poate lua locul câmpului gravitațional și pendulul gravitațional „nu  face diferența” între un câmp gravitațional veritabil și unul de forțe de inerție.
Cazurile pot continua. Vezi notițele de la clasă. Vezi ideea „gravitației artificiale” pe o navă aflată în mișcare accelerată departe de un câmp gravitațional, sau ideea centrifugei pentru generarea „gravitației artificiale” de pe o navă cosmică, ideea unei stații spațiale toroidale sau cilindrice.
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